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22 不等式への応用 
基本問題 & 解法のポイント 

37 
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 ( ) xxxf
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ø
ö

ç
è
æ ££

2
0 px とおくと， ( )

p
2cos -=¢ xxf ÷

ø
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ç
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 ここで， ( ) 02cos =-=¢
p

aaf ÷
ø
ö

ç
è
æ <<

2
0 pa とすると， 

xcos は
2

0 p
££ x において単調減少するから，増減表は次のようになる。 
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p
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p
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ø
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÷
ø
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è
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2
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 よって， ( ) xxxg cos11 2 --=
p
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ø
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2
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 0>x より，
x
xa log

> が成り立つような aの範囲を求めればよい。 

 ( )
x
xxf log

= とおくと， ( )
xx
x

x
x
x

x
x

xf
2

log22
log

-
=

-
=¢ より，増減表は次のようになる。 

 ( )
( ) ¯

-+¢

極大/
0/

0 2

xf
xf

ex 

 

 よって，
x
xlog
の最大値は ( )

e
ef 22 =  

 ゆえに，
e

a 2
> のとき任意の 0>x に対して

x
xa log

> が成り立つ。 
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(1) 

 ( ) xxxf log2-= とおくと， ( )
x

xf 21-=¢  

 よって， 1³x における ( )xf の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) -¯

+--¢

2log221
0
21

xf
xf
x 

 

 これより， 1³x における ( )xf の最小値は 2log22 - であり， 

 01log
4

log2log22
2

=>=-
e

だから， 

 1³x において ( ) 0>xf すなわち xx log2> が成り立つ。 

(2) 

解法 1 

nが自然数であることと ( )nnnnn nnee
n 22loglog2 2

=== より， 

( ) ( ) ( )
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nnn

nnnenn
nnnnn

<Û
<Û

<Û<

log2
log2

log2log2
2

2log2

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

 (1)より， nn <log2 は真である。 

 よって， ( ) nnn enn log2log2 < は真である。 

解法 2 
nは自然数だから，(1)より， nn <log2 が成り立つ。 

したがって， 
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(1) 

 ( )
1

111log
+

-÷
ø
ö

ç
è
æ +=

xx
xf とおくと， 
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 よって， ( )xf は単調減少する。 

 これと 

( )

0
1
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=
þ
ý
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î
í
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+
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ø
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ç
è
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 より， 0>x のとき ( ) 0>xf すなわち
1
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ø
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ç
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x
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ç
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11 ( )0>x についての大小関係がわかればよい。 

ba, を正の数とすると，
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ø
ö

ç
è
æ +>÷

ø
ö

ç
è
æ +

1111 Û
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ç
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x
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(1)より，
1

111log
+

>÷
ø
ö

ç
è
æ +

xx
だから， ( ) 0>¢ xg  

よって， ( )xg は単調増加する。 

ゆえに，
x

x
÷
ø
ö

ç
è
æ +

11 も単調増加する。 

これと
2002
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> より，
2002
2001

2001
2002

2001
20021

2002
20011 ÷
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131 

(1) 

 ( ) ( )xexf x --= - 1 （ 1³x ）とおくと， 
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1
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+-
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　　　 x
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x

e
e

exf

 

 よって， ( )xf が単調増加する。 

 これと ( ) 00 =f より， ( ) 0³xf すなわち xex -£-1 （等号は 0=x のとき成立） 

(2) 
 同じ選手同士の試合が起こってもよい場合の 2 選手の組合せ 2Cn 通り。 

同じ選手同士の試合が一度も起こらない場合， 

試合の度に 2 選手の組合せが 1 つずつ減っていくから， 
k回目の試合の組合せは ( )1C 2 -- kn  

よって， k回目の試合で同じ選手同士の試合が起こらない確率を kp とすると， 
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これと n（ 3³n ）回試合を行うとき，同じ選手同士の試合が一度も怒らない確率は 

nk pppp ××××× 21 より， 
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ゆえに，同じ選手同士の試合が一度も起こらない確率は
e
1
より小さい。 

132 

(1) 
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2
10 x  より， ( )xf は単調に増加する。 

 これと ( ) 00 =f より，
2
10 ££ x において， ( ) 0³xf すなわち ( ) xx -£-1log  ・・・① 
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 これと ( ) 00 =g より，
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 ①，②より，
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( )fqqq -+=+ cos1sincos 63 aa ÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ
>

+
=

+
= 0,

1
sin,

1

1cos
6

3

6
a

a

a

a
ff より，

2
0 pf <<  

 これと
2

0 pq ££ より，
222
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<-£-£-<-  

 よって， ( ) 0cos1sincos 63 >-+=+ fqqq aa  

 したがって，
qq
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3a

k
+

³ ÷
ø
ö

ç
è
æ ££>

2
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3a

f
+

= ÷
ø
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より， papaqa <+£+£<
2

0  また， ( ) 0cossin3sincos 2 >+- qqqq aa  

よって， 

2
paq =+ すなわち apq -=

2
のとき ( ) 0=¢ qf  

 
2
paq <+ すなわち apq -<

2
のとき ( ) 0>¢ qf  
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2
paq >+ すなわち apq ->

2
のとき ( ) 0<¢ qf  

 したがって， ( )qf 増減は次のようになる。 
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 これと 
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 および ( )qfk ³ ÷
ø
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ç
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2
0 pq より， 
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-
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134 

(1) 

 0>t より， 21 tt
e

t
e

³
-

と 21
t

t tee ³- は同値である。 

 したがって， 21
t

t tee ³- すなわち 012 ³--
t

t tee を示せばよい。 

 ( ) 12 --=
t

t teetf とおくと， 

( )

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
--=

--=¢

1
2

2

22

22

tee

eetetf

tt

tt
t

　　

 

 ここで， ( ) 1
2

2 --=
tetg

t

とおくと， 

( ) 01
2
1 2 >

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-=¢

t

etg ( )0>t より， 

 ( ) ( ) 00 => gtg  すなわち 01
2

2 >--
te

t

 

これと 02 >
t

e より， ( ) 0>¢ tf  

 よって， ( ) ( ) 00 => ftf  

ゆえに，すべての 0>t に対して不等式 21 tt
e

t
e

³
-

が成り立つ。 

(2) 

 (1)と同様にして，すべての 0>t に対して 01³-- a
t

t tee となるような aの範囲を求める。 

 ( ) 1--= a
t

t teeth とおくと， 

 

( )

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
--=

--=¢

-

1
1

a
tee

ee
a
teth

t
a
a

a
t

a
t

a
t

t

　　

 

 ここで， ( ) 1
1

--=
-

a
teti

t
a
a

とおくと， 
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( )

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

-
-

-
=

-
-

=¢

-

-

1
11

11

1

1

a
e

a
a

a
e

a
ati

t
a
a

t
a
a

　　

 

また， 01
>

-
a
a

， 0>t より， 1
1

>
- t
a
a

e  

1
1

10 £
-

<
a

のとき 

 
1

11

-
>

-

a
e

t
a
a

より， ( ) 0>¢ ti  ( ) ( ) 00 =>\ iti  

これより， ( ) 01
1

>
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
--=¢

-

a
teeth

t
a
a

a
t

 

ゆえに、 ( ) ( ) 00 => hth  

すなわち，すべての 0>t に対して不等式 21 tt
e

t
e

³
-

が成り立つ。 

また，これが成り立つ aの範囲は 1
1

10 £
-

<
a

を解くことにより， 2³a である。 

1
11
-

<
a

のとき 

( ) 01 12

>÷
ø
ö

ç
è
æ -

=¢¢
- t
a
a

e
a
ati より， ( )ti¢ は単調に増加する。 

また， ( ) 0
1

1110 <÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-
=¢

aa
ai ， ( ) ¥=¢

¥®
ti

t
lim  

よって， ( ) 0=¢ ti となるような tの値がただ 1 つ存在する。 

そこで，この値をa とおくと， ( )ti の増減は次のようになる。 

( )
( ) ¯

+-¢

極小0
0/

0

ti
ti
t  a

 

よって， a£< t0 のとき， ( ) ( ) 00 =< iti より， ( ) ( ) 0<=¢ tieth a
t

 ( ) ( ) 00 =<\ hth  

ゆえに，このとき不等式 21 tt
e

t
e

³
-

が成り立たない。 

また，不等式が成り立たない aの範囲は
1

11
-

<
a

かつ 1>a より， 21 << a  

 以上より，求める aの範囲は 2³a  
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(1) 
( ) ( ) ( )1log1log +--= xxxxxf ( )1³x とおくと， 

 ( ) ( )
1

21loglog
+

++-=¢
x

xxxf  

 ( )
( ) ( )

0
1

1
1

2
1

11
22
£

+

-
=

+
-

+
-=¢¢

xx
x

xxx
xf  

 よって， ( )xf ¢ は単調減少する。 

 これと 

( )

0

1
2

11

1loglim

1
2

1
loglimlim

=

÷
÷
÷
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 より， ( ) 0>¢ xf  

 よって， ( )xf は単調増加する。 

 これと ( ) 01 =f より， ( ) 0³xf  

すなわち， 1³x のとき ( ) ( )1log1log +-³ xxxx が成り立つ。 

(2) 

 nnn log!log2 ³ ならば ( ) nnn ³2! が成り立つから， 
nnn log!log2 ³ を数学的帰納法で示す。 

【1】 1=n のとき 
 0!1log2 = ， 01log1 = より， nnn log!log2 ³ が成り立つ。 

【2】 kn = のとき nnn log!log2 ³ が成り立つと仮定すると， kkk log!log2 ³ が成り立つ。 

 1+= kn のとき 
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ここで，(1)より， ( ) ( )1log1log +-³ kkkk  

よって， 
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ゆえに， 1+= kn のときも nnn log!log2 ³ が成り立つ。 

【1】，【2】より，自然数 nに対し nnn log!log2 ³ が成り立つ。 

 ゆえに，自然数 nに対し ( ) nnn ³2! が成り立つ。 


